Olimpiada Mexicana de Matematicas
Examen estatal de Baja California

Cuarta etapa

Primer dia

Buena Suertel!!!

Problema 1 Demuestra que la suma de cuatro enteros positivos consecu-
tivos no puede ser el cuadrado de un nimero entero.

Problema 2 Se han reunido n personas. Algunas de ellas se conocen, cada
dos desconocidos tienen exactamente dos conocidos en comun, y cada dos
conocidos no tienen conocidos comunes. Demuestra que cada persona pre-
sente conoce a la misma cantidad de personas.

Problema 3 Un triangulo NABC' es tal que L BAC = 60°. Sean D y
E puntos sobre los lados AB y AC, respectivamente, de tal manera que
BD = DE = EC'. Sea O el punto de interseccion de BE y DC'. Demuestra
que O es el centro de la circunferencia circunscrita al tridngulo AABC.



Solucién 1 Supongamos que el primer entero es x, entonces la suma es
S=z+z+1+z+2+c+3=42+6=22z+3).

Como 2x+3 es un numero impar, tenemos que 2 y 2x+3 son primos relativos.
Entonces, para que S fuera el cuadrado de un niumero entero, 2 deberia ser un
cuadrado también. Esto es imposible, por lo tanto la suma de cuatro enteros
positivos consecutivos no puede ser el cuadrado de un numero entero.

Solucién 2 Supongamos que uno de los presentes (X), tiene m conoci-
dos ay,as,...,a,. Por hipdtesis, no hay dos personas entre las aq,...,an,
que se conozcan entre si (ya que ambas conocen a X). Por esto, para dos
personas cualesquiera a;, a; debe existir otro conocido comun, ademds de X.
Esta persona no puede conocerse con X y a distintos pares les corresponderan
distintas personas (si alguien fuese conocido comin para dos pares distintos
(a;,a;) y (ag, a;), tendria con X por lo menos tres conocidos comunes). Asi,
pues, el numero de todas las personas que no se conocen con X no es menor
que el de todos los pares de personas de entre las ai,as, ..., a,, es decir,
no es menor que ("21) Por otro lado, cada persona que no se conozca con
X tiene con €l exactamente dos conocidos comunes, se sobreentiende, entre
los a1, ao, ..., a,,. Ademds, a distintas personas les corresponderan distintos
pares (si un par (a;,a;) correspondiera a dos personas diferentes, a; y a; ten-
drian mds de dos conocidos comunes, ya que son conocidos también de X ).
De aqui se deduce que el numero de personas que no se conocen con X no

es mayor que (Z‘), por lo que debe ser igual a (Tg) = M Pero entonces

el numero total de presentes es igual a 1 + m + M Esto nos da una
ecuacion cuadrdtica con respecto a m, ésta tiene solo una raiz positiva, lo
cual significa que para todas las personas el nimero m de sus conocidos es el
mismo.

Solucién 3  Supongamos que AB > AC. Consideremos el punto P en el
interior del tridngulo de tal manera que el triangulo AEPC' es equildtero.
Como LPEC = 60° tenemos que PE es paralela a DB, ademds, como DB =
PFE tenemos que DBPE es un rombo. De aqui obtenemos que BP = PC' vy
que {PBC = LPCB = f3. Sean {DBE = {PBE = {DFEB = {PEB = a.
Como £LECP = 60° entonces a + = 30°. Ademds, {DEC + LEDC +
LAECD =60° + 20+ LAEDC + LECD = 180°, entonces LEC'D = 60° — «,



de donde L DCP = «. Con esto, hemos obtenido que el triangulo ABOC' es
1sosceles y que £ BOC = 120°, por lo tanto, O es el circuncentro del tridngulo
ANABC.
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Cuarta etapa

Segundo dia

Buena Suerte!l!!

Problema 4 Dos circunferencias I'y y I'y se intersectan en dos puntos A
y B. Sobre el arco de la circunferencia I'y, el cual estd fuera del circulo
encerrado por I's, se toman los puntos P y Q. Los rayos PA, PB, QA vy
@B intersectan a la circunferencia I's en C', D, G y H, respectivamente.
Demuestra que CD = GH.

Problema 5 FEncuentra el menor entero positivo n tal que 5 es un cuadrado

perfecto, 5 es un cubo perfecto y ¢ es una potencia quinta perfecta.

Nota. Decimos que un niimero entero positivo es un cuadrado (cubo, poten-
cia quinta) perfecto si es el cuadrado (cubo, potencia quinta) de un nimero
entero positivo.

Problema 6 Sea aq, as, ..., a, una sucesion de numeros de tal manera que
a1 =1y paran > 2
2
ay +as + ... +a, =n-a,.

Calcula asgs.



Solucién 4 Denotemos los arcos en el orden de las manecillas del reloj.
Tenemos que LCAD = LADP + LAPD = {LADB + L{APB. Sabemos
que LADB es equivalente a la mitad del arco AB de I'y y que LAPB es
equivalente a la mitad del arco BA de I'y. Como los arcos AB y BA son
constantes, tenemos que LCAD = LGAH, de aqui obtenemos que CD =
GH.

Solucién 5 Como n es divisible por 2,3 y 5, podemos asumir que éste tiene

la forma n = 2°35¢. Entonces, & = 2°713%5¢, & = 203b-15¢ & — 2030571,

Las condiciones son tales que a — 1 debe ser par y a debe ser multiplo de 3
y 5. El menor de tales a es a = 15. De manera similar, los menores valores
para b y c sonb =10 y ¢ = 6. Por lo tanto, n = 23055 es el menor de tales
enteros positivos.

Solucion 6 Por hipdtesis
a+as+ ... +a, = n2an.
Hacemos lo mismo para n — 1 y obtenemos que
aL+ao + ... +@p_1 = (n - 1)2an_1.
Restando ambas ecuaciones obtenemos
an = n’a, — (n — 1)%a,_1,

de aqui obtenemos
(n —1)%a,_1 = (n* — a,

de donde
(n — 1)a .
n+ 1 n—1 — Wn.
Haciendo lo mismo para a,_1, ap_o, Gp_3, ..., VEMOS que:
n—1 n—1 n-—2
(n+1)an—1—(n+1)( Jan_g = ...
hasta obtener
n—1. n—2. . n—3 3.2 1

(=) (—(

n+1 n n—1

(D)) = an

)
5



Como a1 =1 tenemos que

2
Ap = )
n(n+1)
por lo tanto,
2
2005 = (5005 (2006)



